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Aufgabe 1
a) Den Graphen von f bzw. g entnehmen wir

[ 1 furte]0,2] [ 2 fiurte]0,2]
Ft) = { 0 sonst und - g(t) = { 0 sonst (tER).

Die Faltung von f und g ist nach Definition gegeben durch

(fxg)(t /f gt —7)d teR.

Offenbar ist (f * g)(t) = 0 fiir t < 0. Zur Berechnung von (f * g)(¢) fiir ¢ > 0 unterscheiden
wir folgende Félle:

1. Fall: Fiir t € ]0,2) ergibt sich mit der Substitution r :=t¢ — 7, dr = —dr
t t t

(f*g)(t):/1'9(t—7')d7':/g(7")dr:/2dr:2t.
0 0 0

2. Fall: Fiir t € [2,4) ergibt sich abermals mit der Substitution r :=t — 7, dr = —dr
2 t 2
(f*g)(t):/ 1-g(t—7')d7':/ g(r)dr:/ 2dr =8 —2t.

0 t—2 t—2

3. Fall: Fiir t > 4 ergibt sich

(f*g)(t):/o 1. gt—7) dr=o0.

—_——
=0, da t—72>2
Insgesamt haben wir
2t fiirt e [0,2) .
(f*g)t)=¢ 8—2t firte[2,4) = { 4-2t -2 firtef04) g
0 sonst
0 sonst
fxgt)
4 +4
2 +4
2 4 t




b) Hier sind

f(t):{ 1 fiir ¢t €10,1] und g(t):{ 1 fiir ¢ € [3,4] (teR).

0 sonst 0 sonst

Wiederum gilt (f * g)(t) = 0 fiir ¢ < 0. Um die Faltung

(f * 0)(t /f gt — 7)d

fiir ¢ > 0 zu berechnen, fithren wir eine Fallunterscheidung durch:
1. Fall: Fir t € [0, 3) gilt

(f*g)(t /f gt—T) dr =0.
=0, dat T<t<3

2. Fall: Fiir t € [3,4) ergibt sich mit der Substitution r :=t — 7, dr = —dr

(f*g)(t):/Oll-g(t—T)dT:/tlg(r)dr:/;ldr:t—?).

t—

3. Fall: Fiir t € [4,5) ergibt sich erneut mit der Substitution r :=t — 7, dr = —dr

(f*g)(t):/011.9(7:—7)@17:/;19(@(1_/t411dr:5—t.

4. Fall: Fiir t > 5 ergibt sich

1
(f*g)(t)z/ L glt—1) dr=0.
0 =0, da t—7>4

Zusammenfassend haben wir

t—3 fiirte[3,4)

(f*g)(t)=3 5—t firte[4,5) :{1—“—4’ firt€[3,5 g,
0 sonst
0 sonst
fxa(t) A
1 /\.
1 3 5 t

Aufgabe 2

Um eine Funktion f € 3 mit
t
t)y =13+ / f(r)sin(t — 7)dr fiir alle t > 0
0

anzugeben, schreiben wir die rechte Seite mit Hilfe der Faltung

F(£) =17+ (f * (h sin))(1)



und wenden die Faltungsregel 12.1 an. Fiir s € C mit hinreichend grolem Re(s) gilt

Z(f)(s) = ZL(Eh(t))(s) + ZL(f = (h sin))(s) = L(Eh(t))(s) + L (f)(s) Z (h sin)(s) .

Hieraus folgt wegen t3h(t) o—e s?% = & und sin(t)h(t) o—e A (fiir Re(s) > 0)

5241

L)) = 5+ L)

= 206 (1-5) ==

bzw. dquivalent dazu

s>+1 6 6 6

52 st st

Z(f)(s) =

s6°

SchlieBlich erhalten wir mit t5h(t) o—e g’—é (fiir Re(s) > 0)

ZL(f)(s) e—o t3h(t) + gtE’h(t) = (t3 +t°/20) h(t),

also f(t) = (t3 + 55t°) h(t), t € R. Somit 16st y(t) := ¢ + 5515, t > 0, die gegebene Gleichung.

Aufgabe 3

a)

i) Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung richtet sich nach den Nullstellen des Nenner-

polynoms 3 — 22 — 21 = x(2? — 2 —2) = x(x + 1)(z — 2). Diese sind 0, —1, 2. Jede dieser
Nullstellen ist einfach. Demzufolge lautet der Ansatz der Partialbruchzerlegung

24r—1 24ar—1 A B C

23 —22-22 z(z+1)(z—2) ;+x+1+x—2'

Um die Koeffizienten A, B, C' zu ermitteln, haben wir verschiedene Moglichkeiten.

1. Méglichkeit: Wir multiplizieren obige Gleichung mit dem Hauptnenner x(z+1)(x —2)
2> +x—1=Ax+1)(x—2)+ Bx(zx —2) + Ca(x + 1)

und setzen die Nullstellen des Nennerpolynoms ein

r=0: —-1=-24 — A=1/2
x=-1: -1= 3B <~ B=-1/3
x=2: 5= 6C <— (C=5/6

2. Méglichkeit: Um A, den Koeffizienten des zur Nullstelle A = 0 gehérenden Terms %,
% mit z — A = z und bildet dann den Grenzwert

x — A, also x — 0. Formal ausgedriickt bedeutet dies

zu ermitteln, multipliziert man

24ar—1 i 24r—1 -1 1
x|l =lm ——————(~=—F = 2.
=0 (zr+1)(z—-2) -2 2

AZi%(x(a:—i—l)(:c—@ -

Entsprechend kann man fiir B und C verfahren

a1 24x-1 1
a——1\z(z+ 1)(z —2)

-1 !
C = lim v (x—2) — i E TE
z—2\ z(z + 1)(x — 2) a—2 x(r+1)

S| Ot

Mit den Koeffizienten A = 1/2, B = —1/3 sowie C' = 5/6 ergibt sich

24r—1 24r—1 1 1 5

w3 —22-2r ax+1)(z-2) 2 3(x+1)+6(x—2)'




ii) Wiederum miissen zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms bestimmt werden. Durch
“scharfes Hinsehen” erkennen wir, dass —1 eine solche ist. Polynomdivision liefert
w3 +22—r—1= (2?2 —1)(z +1), und wegen (22 — 1) = (z — 1)(z + 1) ergibt sich

B —z—1=(x—-1)(z+1)>%.
Damit ist 1 eine einfache Nullstelle und —1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms.
Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist daher

z T A B C

Bral—z—1 (z-1D)@+1)? _x—1+(m+1)+(x+1)2'

Nach Multiplikation mit (z — 1)(x 4 1)2 ist
c=Alz+1)?+B@+1)(z-1)+Clx—-1)=A@*+22+1)+B@*-1)+C(z—1).
Setzen wir die Nullstellen —1 und 1 hierin ein, erhalten wir

r=—1: —-1=-2C = C=1/2
rz=1: 1= 44 — A=1/4

Um B zu bestimmen, kénnen wir einen beliebigen anderen Wert fiir « einsetzen. Wir
wihlen z = 0, weil dann die linke Seite der Gleichung verschwindet:

Alternativ kénnten wir zur Bestimmung von A, B, C' auch einen Koeffizientenvergleich
durchfiihren, der auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt

2% 0= A+ B
T =2A + C
1: = A-B-C

beziehungsweise geschrieben mit Hilfe der zugehdrigen erweiterten Matrix

1 1 0 0 1 00 1/4
2 0 1 1 ]~...~[0 10| —-1/4
1 -1 =110 0 01 1/2

Jedenfalls liefern beide Alternativen A = 1/4, B = —1/4, C = 1/2. Folglich ist
x T 1 1 1

P —r-1 @-D@+1)? de-1) et 2@+iZ

iii) Offenbar ist 2 eine Nullstelle des Nennerpolynoms 8 — x3. Mit Hilfe der Polynomdivision
(=23 + 8) : (v — 2) sehen wir

§—ad=—(x—2)(2*+2x+4).

Das Polynom 22 4 22 + 4 hat die beiden nichtreellen Nullstellen —1+ /3¢ und —1 — v/3i.
Damit lautet der Ansatz fiir die (komplexe) Partialbruchzerlegung
A B C
+ —+ —.
T—2 x—(=1++3i) x—(—1—+/30)

Nun miissen wir die Koeffizienten A, B, C' bestimmen. Hierzu multiplizieren wir obige
Gleichung mit dem Hauptnenner (z — 2)(z — (=1 + v/3i))(z — (=1 — v/34)) durch

—1 = Alz—(=14+V3i)) (z2—(—1—V/3i))+B(z—2) (z— (= 1—V/3i))+C (2 —2) (z— (—14+V/37)) .

T

8—a3  (z—2)(x— (~1+V3))(x — (-1 —-3i)




FEinsetzen der Nullstellen des Nennerpolynoms ergibt

r=2: —2 = A(3 —/3)(3+3i) = 124,
r=—-1+3i: 1—+3i=DB(-3+3i)(2V3i) = —6B(1 + /3i),
r=—-1-v3i: 14+3i=C(-3—3i)(-2V3i) = —6C(1 — /3i).

Hieraus folgt

A=-1/6,
:_1.1_\/§i:_1.w:i+£i
6 1++/3i 6 1+3 12 127
oo L L4V 1 (V3P 1 V3,
6 1—+/3i 6 1+3 12 12
Als Endergebnis fiir die komplexe Partialbruchzerlegung erhalten wir
8 — a3 -2 g—(=14++3i)) z—(-1-+30)

b) i) Wegen (z+1)2(@% +1) = (z+ 132 — 2+ 1) = (z + 1)3(x — 139 (2 — 1=03%) sind
—1 eine dreifache Nullstelle und HT\/& bzw. I*T‘/gz jeweils eine einfache Nullstelle des
Nennerpolynoms. Deshalb lautet der Ansatz fiir die (komplexe) Partialbruchzerlegung

1 A B C D E

(@ +1)2(2 + 1) x+1+<x+1)2+<x+1)3+x——”fi +x——1*fi'

Ergebnis: A = %, B = %, C = %’ D= _%’ E = _%_

i) Bsgilt: 26— 2% = 22(2* 1) = 22(2® - 1) (2% +1) = 2%(z — 1) (z+ 1) (z — i) (z +1i). Also ist
0 eine doppelte Nullstelle, wihrend die Nullstellen 1, —1,7, —¢ jeweils einfach sind. Der
Ansatz fiir die (komplexe) Partialbruchzerlegung ist

1 _4A B, C D E F
—22 22 -1 x+4+1 z—3 x+i
Ergebnis:A:O,B:—l,C:iD:_%’E:_%Z”F:%Z

Aufgabe 4

a) Partialbruchzerlegung liefert

1 1 1 1
s2—1 _5(8—1 _s+1)'
Wegen -1 = Z(h)(s — 1) = ZL(e!h(t))(s) fiir Re(s) > 1 und S% = ZMh)(s+1) =
ZL(eVth(t))(s) fiir Re(s) > —1 erhalten wir fiir Re(s) > 1
1 1,

21" ° 5(6 — e Yh(t) = sinh(t)h(t).

Alternativ: Nach der Faltungsregel gilt fiir Re(s) > 1

= 20 2(0)(6) = 201+ )9

wobei g1(t) := eth(t) und go(t) := e 'h(t) gesetzt seien. Also fanden wir mit der Faltung
g1 * g2 eine Funktion mit £ (g1 * g2)(s) = ﬁ Nun miissen wir nur noch g; * go berechnen.

Fiir t < 0ist (g1 * g2)(t) = 0 und fir ¢t > 0 ist
t

t t
(g1 % g2)(t) = / g1(t —u)ga(u) du = / e du = et/ e 2 du
0 0 0

1 t 1
_ (L —2u ot oty
—e< 5€ > 2(6 e ") =sinh(t).

u=0



b) Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

1 112 1)2

52425 s(s+2) s s+2
erkennen wir fiir Re(s) > 0

s = 32 W6) — 32 0)s) = 2 (50— e D) 5).

Alternativ: Wir konnen den b)-Teil auch 1sen, indem wir die Dampfungsregel auf das Resultat
des a)-Teils anwenden. Es gilt nédmlich fiir alle s € C mit Re(s) >0

1 L a : —1-t .
2425 (s+1)2—1 2 .i”(smh(t)h(t))(s +1) = Z(e ! smh(t)h(t))(s)
=Z (e‘l't%(et — (L)) (5) = 2(3(1 — e (1)) (s).

c) Der Ansatz

s+3 s+3 A B C
s3 +4s2 :32(s—|—4) :;+s_2+s+4
fithrt auf
A:i7 B:§7 C:_i
16 4 16

Damit gilt fiir alle s € C mit Re(s) > 0

s+3 11 31 1 1 1 3 1
S T P R SR (A A A
S 142 16s 152 16s+4 (g tat—15¢ M@

d) Esseia >0 fest gewihlt. Der Ansatz einer (komplexen) Partialbruchzerlegung lautet

s+a s+a A B C

s(s24+a?)  s(s—ia)(s+ia) s s—ia s+ia

bzw.
s+a=A(s —ia)(s +ia) + Bs(s +ia) + Cs(s —ia) .

Einsetzen der Nullstellen des Nennerpolynoms liefert

s=0: a=  Aad? — A= % ,
s=1a: ia +a = —2Ba? <= B:—IZ—J(T,
s = —ia: —ia +a = —2Ca? = C=-1
Demzufolge ist fiir Re(s) > 0
s+a 11 144 1 1—¢ 1
s(s2+a?) as 2a s—ia 2a s+ia
1 14+i 1—i .
= 22 ()(s) ~ S L (D) (5) — o LR (D))
1 1+i ,, 1—i .y
_ - =Tt a _ T eTtaty(
Z(=h(t) = e th(t) = e h(D) ) (s)
:g(l h(t)(l l(elat—i— —zat)+ (eiat _ —iat))>(s)
a 2 2
1
= f(a h(t)(1 — cos(at) + sin(at)))(s) .



Aufgabe 5

Wir verwenden Satz 1 aus 9.1: Sei f € 3 eine Funktion mit dem Wachstumskoefﬁzienten oo. Gilt
f(t) o—e F(s), dann ist F in {s € C | Re(s) > oo} holomorph mit F'(s) = [~ —te™* f(t)dt, d.h.

—tf(t) o—e F'(s).

Deshalb ist f(t) = —1.2~1(F')(¢) fiir t > 0.

a) Fiir s € R mit s > |a| sei F(s) := In(£t%) = In(£=2422) = In(1 + 2%). Dann ist

S—a S—a

, - 1 9 _ —%a _ —2a
F(s)_1+i—“a(3—a)2 (s—a)?*+2a(s—a) (s—a)(s+a)

1 1
= + —o (—e™ +e ") h(t).
s—a Ss+a

Damit erhalten wir fiir £ # 0

1 — 1 a —a
£ = —7 27 (P = 7 (e — e h(e) = 2D gy
b) Fiir F(s) := arctan(2), s € (0,00), ergibt sich
1 —a —a
Fls)=———— — =—— _ e«—0 —sin(at) h(t).
0= T~ T sin(at) h()
Hieraus folgt f(t) = M h(t), t # 0.
c) Ist F(s):=1In(1— ‘;—;) =In((1-9)1+9) =In(1—-%) +In(1+9) fir s € R mit s > |q]
gesetzt, so erhdlt man
1 1 1 1
F/ — a _ a — a _ a T - —
() s2—as s’ +as s(s—a) s(s+a) s s—a s+s+a
2 1 1
== —2 4 e = (=2 + 2cosh .
St i a o (=24 e + e ¥)h(t) = (=2 + 2cosh(at)) h(t)
Fir f(t) :==2 lf%hmt) h(t), t # 0, gilt somit f(t) o—e In(1 — ‘;—;)
Aufgabe 6
a) Aus der Vorlesung kennen wir die Identitét
L)) = s"L(f)(s) =" O+) = 5" (04) == D (04)
™) n n— n— n—
= LN =" TH0) =S 0) == 1)
fiir eine n-mal stetig differenzierbare Funktion f [Insbesondere sind dann f, f/, ..., f (n—1)

rechtsseitig stetig in 0, woraus die Gleichheit in (x) folgt.], die héchstens von exponentiellem
Wachstum ist, und s € C mit hinreichend grofiem Re(s). Speziell fiir n = 1,2 haben wir

ZL(f)s)=sZ(f)(s) = f(0)  und  Z(f")(s) = s>L(f)(5) = sf(0) = f'(0). ()

Da die Anfangswerte y(3) und y’(3) vorgegeben sind, kénnen wir obiges Resultat nicht direkt
anwenden. Deshalb bestimmen wir zunéchst eine Funktion w mit u”(¢) 4+ 4u/(t) + 3u(t) = 12,
u(0) = 7,4/(0) = 1. Dann gewinnen wir eine Lésung y des urspriinglichen Anfangswertpro-
blems durch Verschieben von u, indem wir y(t) := u(t — 3) setzen.

Fiir eine Losung u des Problems u” (t) 4+ 44/(t) + 3u(t) = 12 mit den Anfangswerten u(0) =7
und u/(0) = 1 bedeutet (xx)

L) (s) =sLu)(s) =T und L") (s) = 2L (u)(s) —Ts — 1.



b)

Somit ergibt sich

% = Z(12h)(s) = L (" +4u' + 3u)(s) = (s> L (u)(s) — Ts — 1) + 4(s L (u)(s) = 7) + 3.Z(u)(s)

= (s> +4s +3)L(u)(s) — Ts — 29,

also )
1 12 75+ 29s + 12

% = (7s4204+ =) =T~

W(s) s2+4s—|—3< s s> s(s+1)(s+3)
b 7s24+29s+12

sGT1)(s43) ist, fiihren wir

Um eine Funktion anzugeben, deren Laplacetransformierte gleic
eine Partialbruchzerlegung durch. Hierzu machen wir den Ansatz

7s* +29s +12 A, B C

s(s+1)(s+3) s s+1 s+3°
Multiplizieren wir diese Gleichung mit s und setzen s = 0 ein, so folgt A = 1—32 = 4. Multipli-
kation mit s + 1 und Einsetzen von s = —1 liefert B = :—120 = 5, und ganz analog erhélt man

schliellich noch C' = %2 = —2. Damit gilt
L(u)(s) =0 (4+5e~" —2e ) h(t),
und wir haben eine Losung u gefunden: Es ist
u(t) =4+5et 273, t>0.
Somit 16st y(t) := u(t — 3) = 4 + 5e 13 — 27349 ¢ > 3| das urspriingliche Problem.

Wegen y(0) = 4'(0) = 0 erhélt man hier .Z(y')(s) = s.Z(y)(s) und Z(y")(s) = s2Z(y)(s)
fiir hinreichend groBe Re(s), und mit y”(0) = 1 ergibt sich
ZL(y")(s) = °L(y)(s) — s°y(0) — sy (0) = y"(0) = °L(y)(s) — 1.
Insgesamt hat man also
L= 2 1) = ) s) = 2”3+ 3 - )
= ("2 (y)(s) = 1) =35> L(y)(s) + 35 L(y)(s) = ZL(y)(s)
— (5%~ 352 + 35— )Z(y)(s) — 1 = (5~ 13L(y)(s) ~ 1,

und dies fithrt auf

1 1 1
ZL(y)(s) = (8_1)3(“3_1): G—1p  (s—1t

Fiir jedes n € NU {0} gilt bekanntlich

Lh)(s) = 57 (Re(s) > 0),

und mit der Dampfungsregel folgt

1 1

T g RO = 1) = o ZECRO)E) (Re() > 1),

n!

Hiermit bekommen wir

L()(s) = 5 L PhD)(s) + 5 LERD)(s) = 2 (O /2 +1/6)(5)

d.h. eine Losung des Anfangswertproblems ist

y(t) = e'(t?/2+t3/6),  t=0.



¢) Man erhilt mit ¢ := y'(0) fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)
LW () =sZLy)(s) =6 und  ZL(y")(s) = "L (y)(s) — 65— c.
Damit ergibt sich

g = L0t ) (s) = 2+ 2+ )(s)

= (s"Z(y)(s) — 65 — ¢) + 2(s Z(y)(5) — 6) + L (y)(s)
= (s*+ 25 +1)ZL(y)(s) — 65 —c—12.
Fiir eine Losung y der Differentialgleichung mit y(0) = 6 und 3’(0) = ¢ hat man also

1 6 6(s+1)+c+6 6
< =——|6 12 =

()(s) 52+25+1<5+C+ +(5—|—1)2> 5417 G+ 1)
6 c+6 6
sl T GrE Ty

Unter Verwendung von

W = %X(t”h(t))(s +1) = %Z(e‘tt"h(t))(s) (Re(s) > —1,n € NU{0})
schlie3t man
L) = 5+ O oo (6e7t + (et B)te + e (1),

s+l Gt Ty
dh. y(t) = (64 (c+6)t +13)e~t, t > 0. Bei dieser Funktion gilt y(1) = (13 + ¢)e™!, und fiir
¢ = 0 wird die Bedingung y(1) = 13/e erfiillt. Eine Losung des Problems ist demzufolge

y(t) = (6+6t+t3)e ",  t>0.
Aufgabe 7

Wendet man auf die rechte und linke Seite der Gleichung y” (t) — 4y (t) +4y(t) = 36(t — 1) + (¢t — 2)
die Laplacetransformation an und beriicksichtigt die Werte y(0) = 1,3/(0) = 1, so bekommt man
fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

s2Y(s) —s — 1 —4(sY(s) — 1) + 4Y (s) = 3e ™% + **

= (s> =45+ 4)Y(s) =s—3+3e *+e >

5—3 n 3e° n e~ 28
(s—=2)* (s—2? (s—2)0
Dabei sei Y (s) := Z(y)(s) gesetzt. Nun ist
s—3 s —2 1 2t 2t 2t
= - —te2)h(t) = (1 — t)e2h(t).
S g g e (k) = (1= ()

Fiir f(t) := te*h(t), t € R, gilt nach der Dampfungsregel 2 (f)(s) = Z(th(t))(s — 2) = ﬁ fiir
alle s € C mit Re(s) > 2. Mit der Verschiebungsregel ergibt sich

= Y(s) =

e~ S 6—25
e e L(f)(s) =Z(f(t-1))(s)  baw. e e L(f)(s) = L (f(t—2))(s).
Daher ist
33 6723

o—e3f(t—1)+ f(t—2) =3t — )2Vt — 1) + (t — 2)e> 2Dt —2).

(27 " (52
Zusammen folgt
Y (s) o—e (1 —t)e?h(t) + 3(t — D)e2Vh(t — 1) + (¢t — 2)e>Dh(t — 2).

Nach einer Probe sieht man, dass y(t) := (1—t)e?h(t)+3(t—1)e? " Dh(t—1)+ (t—2)e2t=2D h(t—2),
t € R, das gegebene Problem im Sinne von 14.3 der Vorlesung 16st.



